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M t M M td trim wave( ) ( )= +
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� sin( ) cos( )w a uw a uq a b u b u F e q e qwb s d= + + + + + + +11 12 13 11
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12θ δ δ θ '49/
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22θ δ δ θ '4:/

�θ = q '42/
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� sin( ) cos( )x w u= +θ θ '4;/

���������	��������
����

�
����������	�����	������������
�::�
����	���������	�"�
�

�

�
������	����	��������
���<���	�����������	��������	���	���������
	�����
��	���"�
�������

�������	�������������
������	������
��
�����	������
�	���	������	
������
����������
	����

������

��������������� !#��!����� ���$ �%���&����
�

������	���
����	�������
����
��	����������������������0)8=0>?����������������

 ���
��++���������������	������������������	��������	��
���
�
�	
������	���	���	�������
	�����	��

���������
������
	������
���'1����
���
�
�	
��	��������
	������
���	
�������������	��
��������

��	���
/���@�
�����������������
����	���������������
�����

	������<���
�����

	���
	���������

��
������������������������������	�����	��������������������	
���
�����
�������	�����
����


��	����������������������
�����

	���
	��������
	�������	�����"��
�#��
�������	���������

��

����
�����

	������
	������



31

���0)8=0>?�����������	�������������������
��
	�����������	
�������	������


<�	���
�00�������	���
�
�����
�<�	���
�000��	���������	���
����	�������
����	�����������������

�	��	������	����	����
�	�����������������	
�������
�����������	����������	�������	��	�����������

�
������	�����
��������	�����������
��
�����	�����	������
������	��	���

�������
�
�	
���
��

�	����������	
��
��
����	�������������
������	�����
�����������������	�����
������
���������	
�

��������� ���
��+6���������������
	��������������������� ���
��+.�

 ���
��+6���0)8=0>?���
��������

 ���
��++�����	���
����	�������
�����������	�
	�



32

����'�����������������#�%

���	����������
	������
����	��	�������	����	���������
���������5#�	������'49/���
����

'44/�	
��	�����������3

�z z zI commanded= − '4,/

������������������
��������	���
����	����������
�
�����������	�����	����	�����
�������"�
����0�

����
	��������	��
�	�������	���
	���
��	�������	����������
����

�
�������������������	��
	���

	�������������	������
����������
	����	���	
�������
���	��������	������������������"�
����

�������$�������$�(��������

(����������	���
�
�����	����������
����

�
���	�������
������	����������������	������

	��
	����������

�
���7����	������	��������
�	�����	����	�����	����	�����
������������

�
��	����

����
������'�������%�1/���8�������������	
��#�	�������
����������������	�����	����������

�


�	������
������	��	�����	
�������	������
���������
�
���	���������������
�	����3

z z C F C Mss commanded d d− = +1 2 ';-/

 ���
��+.����0)8=0>?����	���
����	�������
�������	
���������



33

���������	��������������

�
��������
�#��
������	�������������
����

�
�����	������3

K z
K

Kss5
14

24
=











';+/

5#�	������';-/�	���';+/��	����������������������	��	�
�%��	���
��	������������������������

�����
�	����	�������
���
�
�	
�3

[ ]K
K

K
C C

F

M

C K C K

C K C K

F

M
d

d

d

d
5

14

24
1 2

1 14 2 14

1 24 2 24
=



















 =




















';6/

������	���
����	�������
����	�������
���
�
�	
����3

δ
δ

bp

sp
Kx K









 = + 5

';./

0���	�����������������'�)����
��=�	��
��	���1�����
��+,;;/��'�>���A�	����	���@	��

+,,9/���	���

���������
�����������������
����	�����	�����������
�������
�
�	
������	��
	��

��������
��
��	���
�
�����1��	�����	���
�
����	
��	����	���������
�	����	�������
���
�
�	
�

�	���	����	����
�
�	����	��������
�	�����	�
����
��	�������������������������������

�#�����

������������
������	���
�
����������
����
�����������	��	�
�
����
��
�1����
��
���
����
������	

�����

�

�#������ωco ������������

�

�#�������	�������	�����������	������
	��	�B�������������

�	������������������	%�����

�#�������	���
�
��������������'�	
�����6�6�
	��	��B������/�

 ���
��+9�	��� ���
��+:�����������

������
�����
�
����
��
�1����
��
���
����
���������	��


�
����	��	��������
�::�
���������	���	�����
�����0�����	��	
������	�������	�����

�

�#�������
����


	��	�����
�������������
����
���
�
����	�����������	
����
�����������������
����
�����������

����
�����

�

�#�������-�+�
	��	�����
�������������
����
���
�
����	�����������	
������

�����
��������	��
	����	�����

�����������������
���
�
�	
������
����	�������	��	���������	�����������%��
�	��
�
��

	������������
��������#�	����������5#�	�����';6/��	����������������������0)8=0>?�

��������������� ���
��+2��������������������������������������������� ���
��+4�



34

wco=10    
1         
0.1       
unfiltered

0 10 20 30 40 50 60
−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

Time [sec]

F
d 

[fe
et

/s
ec

^2
]

 ���
��+9��� ����
����	���
�
����
�
���	���	�����
���'��	����	�/

wco=10    
1         
0.1       
unfiltered

0 10 20 30 40 50 60
−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−4

Time [sec]

M
d 

[r
ad

/s
ec

^2
]

 ���
��+:�� ����
����	�����������
�
���	���	�����
���'��	����	�/



35

 ���
��+2����0)8=0>?���������
�
���
�
�	
���	����	��


 ���
��+4����0)8=0>?���������
�������������
���
�
�	
����
�

�#� ! )�� �����'�� �%!�����#���!�����

������

��������
��������	
��	����	���
����	��������	������������	���������	��������


����	
�#�	�
	����
����	��
�	���
�������	���������������������
����������	�����������	������

#����������
�����������
	��������	����	���������	�������������	�����	����������	�������
�



36

�����	������1��	�����
�������	��������������	%�������	����	������������	�����������������

��	����������	�����
���������������	�������������
���

*	�����������������	������
�	������
�������������	��������������������������1��	���

�
��������	���
����	����	����	��������"�������
����������������	���
�
�	��	
�����	
���	���	���	��

����	�����������������	�������0�����������������������
����	���������"	�����������
����	�

������"���

����)��=�1��
��������<�>��*��	������������

�
������������"	������

<�>��*����������1
�����$ ������
$(���
	
�$��	�����	
�	�������
�����������	��������
��

�����
	�����������"	������
�������������
����������������"�
�

�����������������	������������

	������
	�����	����	�����������������	�����������
�	���	
���
�����������	������	��
�#��
��������

�������	��	��	%������	��������	�����$+-���

���������������
�����������"	�������	�����
����������
������	���#�	
��'*)�/��	�����


�����������

�
��� �
������	������	���
����	�������
��������	��
	����������	���%������������

�


������	��

�����������	������������
�::�
������1��	�����
���������������������
�
������

������"	�������	�����������"������*)���	�����
�������

�
�����������������������	������

��	��������

1��	��������������"	��������
����

�
������������
��	
��
�
�������"��������
��

�

�
��	����
�
	������	
����	���������	�����	�������
�����	���
��	���%����������������������
��

��	���
��������������������������
�	������	
�������
	�����������	����������������
������	����	


�	�����
�����	
�������������������

�
������������
�
����	���

������	
�����������������	����*��

��� ���������

����������	
���������
����������
����	����������������������������
��	������

��	����	����	������
	������������
��������	
�����	
���	��������������	��	��
�	��������������
�


�������
����	����	���������
��������������	������	�������������	����	���������
���������������


��������������
�������������
����	�3

δ
δ θ θ

bp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

K

K

w w

q q

z z









 =











−
−
−
−



















0 0 0

0 0 0
14

23

';9/



37

δ δ≤ max ';:/

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	��������"	�������	������

'C	���
��		����+,;9�����,/���3

)�����"�3

�
F K K H F

z z dt

t

mean

t

f

f

( , , , )

( )

14 23

2

0=

−∫
';2/

���
�3

z depth= ������
����������������	
������	����

z

z dt

tmean

t

f

f

=
∫ ( )
0

�

�����������	��

�
�	��
��	������������
���	������
���������
�

�����������	�����	�
������������
�	����	��	������
���������
�

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ ';4/

@���	�����

���������	���	�����
���������������������	������	����������	�����
����

�%�������	��
	����������

�
�

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/������������"���
�������������������� ���
��+;�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����.��� �
�����*)���

�
�	����	%������

�
������������"����	�����	
��������

	��������������
���
����	����
����������	���	�����

0��	����	����������
�����������"	�����
�����������
����������
�������	���#�	
�������

�

�
�'��	��
���

�������	��
	��������/���*����������
������	%������

�
��	��	����	��������



38

������������	�
���� ������ ������ 	����� 	�����


�������������


�� ��
	�� ��
	�� ��
	�� ��
	��


�� 
���
 
���
 
���
 
���


�����
���������� 
��� 
��� 
��� 
���

����������������� ���
� ����� ���� ���� 

!�"�#$$�$������� �� ��� �� �
� 
��� 
���

��%&����#$$�$������� ��	� ��	� ��'� 	���

#&(��)�*��� +�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

+�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

+�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

+�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

����������������


�� ����� ���� � ��	��' ����
�


�� ���'� ������	 	'��
'� 
 ��'

�����
����������  � ������ 
��'�+	� 
����+
�� 	� �+�

����������������� �	�� ���  ���
� ���		

!�"�#$$�$������� ��	�����	 -� ����	 ��'�-� ���������-� 
����� �-�

��%&����#$$�$������� 
��������-� ������'�-� ���	����-� 	�
���'�-�

#&(��)�*��� +����''�,����� �&

+����''�+����� �&

+����	��,���� 

&

+����	��+���� 

&

+���	
 �,���
	�	&

�+���	
 �+���
	�	&

�+����
��,�����	�&

�+����
��+�����	�&

+���	
 �,����
�'&

+���	
 �+����
�'&

+����
��,����� �&

+����
��+����� �&

+����
��,����
 	&

��+����
��+����
 	&

��+���	
 �,���
��'&

��+���	
 �+���
��'&

�	����.���������"���������	�������������
����	��
�������	�����

�
�	���



39

�

0 500 1000 1500 2000
−1

−0.5

0

0.5

1

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

0 500 1000 1500 2000
−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

fe
et

/s
ec

 d
eg

re
es

/s
ec

x feet

0 500 1000 1500 2000

54.5

55

55.5

56

56.5

57

57.5

x feet

z 
fe

et

 ���
��+;��������	����������������	���������	���������
��������	���	�����
���'��	����	
��
������/

� ��"��������������$���

����������	�����	���������
����	�������
����	����������������������	������
�	���


���
�
�	
�������

����	��
	����������

�
��������
��������������
�������������
����	�3

δ
δ θ θ

bp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

d

d

K

K

w w

q q

z z

C K C K F

M









 =











−
−
−
−



















+





















0 0 0

0 0 0 0 0
14

23

1 14 2 14
�

�

';;/

δ δ≤ max ';,/

���
�� K5 ������������5#�	�����';6/�	�������
�
���	���������������
�	�����	
��
����
���



40

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	��������"	�������	���������3

�
F K K H F

z z dt

tco

commanded

t

f

f

( , , , , )

( )

14 23

2

0ω =

−∫
',-/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ ',+/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/������������"���
�������������������� ���
��+,�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����9��� �
�����*)���

�
�	����	%������

�
������������"����	�����	
��������

	��������������
���
����	����
����������	���	�����



41

������������	�
���� ������ ������ 	����� 	�����


�������������


�� ��
	�� ��
	�� ��
	�� ��
	��


�� 
���
 
���
 
���
 
���


ωco ��$�����.�

 
 
 


�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ����� ���� ���'�� �
���

!�"�#$$�$������� ��	�' ���	 
��
 �� �

��%&����#$$�$������� 
�
�	 ���� ���
 
��	�

#&(��)�*��� +�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

+�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

+�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

+�����	�,����� �&

��+�����	�+����� �&

��+�������,���

		&

��+�������+���

		&

����������������


�� 
�

� ������ ��	� ��� �


�� 
�
��� 	�	�� 
/�����  � ���

ωco ��$�����.�
���	� ���� ��'� ��	�

�����
���������� 
 ������ ���
�
�� ��������� '�	�+	��

����������������� �	�  � ���
	 ����	 ����


!�"�#$$�$������� ��
������-� ���������-� ��'
���	�-� ��''���
�-�

��%&����#$$�$������� �������� -� ���	��	�-� �������
�-� ��������-�

#&(��)�*��� +�������,�����	�&

��+�������+�����	�&

��+���� ��,�����''&

��+���� ��+�����''&

+�����	�,�������&

��+�����	�+�������&

��+�������,�
��	 �&

��+�������+�
��	 �&

+�������,���'��	&

��+�������+���'��	&

��+���
���,�
��� �&

��+���
���+�
��� �&

+�������,�������&

��+�������+�������&

��+���
� �,�
���
 &

��+���
� �+�
���
 &

�	����9���������"���������	�������������
����	������������
�	����
���
�
�	
��
�������	��
��

�
�	���



42

�

0 500 1000 1500 2000
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2
fe

et
/s

ec
 d

eg
re

es
/s

ec

x feet

0 500 1000 1500 2000

54.6

54.8

55

55.2

55.4

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000
−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

 ���
��+,��������	����������������	���������	���������
�������������
�	����
���
�
�	
�����	
��	�����
���'��	����	�/

����'�����������

����
����	����
�������	���������	������	�����	�������������������
	������
�����

���������
����������	��
	����������

�
�������������������	����	
���
�����	���������
�
����

����
����
�����������������
	������
����	��	��������������������	����������������
�������������


�������������
����	�3



43

δ
δ

θ θbp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

I

K K

K

w w

q q

z z

z









 =











−
−
−
−























0 0 0

0 0 0 0
14 15

23

',6/

δ δ≤ max ',./

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�����������	�����������������
�
�	��������"	�������	���������3

)�����"�3

�
F K K K H F

z z dt

t

commanded

t

f

f

( , , , , )

( )

14 15 23

2

0=

−∫
',9/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ ',:/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/������������"���
�������������������� ���
��6-�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����:�



44

������������	�
���� ������ ������ 	����� 	�����


�������������


�� ��
	�� ��
	�� ��
	�� ��
	��


�� ����
 ����
 ����
 ����



�� 
���
 
���
 
���
 
���


�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ���
� ���
� ���
 ����	

!�"�#$$�$������� �� '� �� '� 
�� 
�� 

��%&����#$$�$������� ���
	 ���� 	��
 ��
�

#&(��)�*��� +�������,�����''&

+�������+�����''&

+����
'�,���

	'&

+����
'�+���

	'&

����+������

+�������,�����''&

+�������+�����''&

+����
'�,���

	'&

+����
'�+���

	'&

�����+������

+�������,�����''&

+�������+�����''&

+����
'�,���

	'&

+����
'�+���

	'&

����+������

+�������,�����''&

+�������+�����''&

+����
'�,���

	'&

+����
'�+���

	'&

���+������

����������������


�� 
���� ����� ��� �� ��� �


�� ����
 ����
� �����	 ������


�� ��	�� 
����� �'�	� �����

�����
���������� 
'���
�	 �������
 
'�
�+��	 
����+	��

����������������� ����
 ���� ����� ���



!�"�#$$�$������� ��	����	�-� ���'

��� -� ��'������-� 
�������-�

��%&����#$$�$������� ��������'-� 
��
�'��� -� ���'��'	-� ������� -�

#&(��)�*��� +���
	 �,���''�	&

+���
	 �+���''�	&

+�����	�,����''�&

+�����	�+����''�&

�������+����
�

+���
�	�,������
&

��+���
�	�+������
&

��+����'��,����	��&

��+����'��+����	��&

��+������

+�����
�,�����
�&

��+�����
+�����
�&

�+���	�
�,���
���&

��+���	�
�+��
���&

��+����
�

+���
���,���	� �&

��+���
���+���	� �&

�+�����'�,���
���&

��+�����'�+���
���&

��+����
�

�	����:��������"���������	��������������
	������
����	��
�������	�����

�
�	���



45

�

0 500 1000 1500 2000

54.6

54.8

55

55.2

55.4

55.6

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000
−0.2

0

0.2

0.4

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2
fe

et
/s

ec
 d

eg
re

es
/s

ec

x feet
0 500 1000 1500 2000

−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

 ���
��6-��������	�����������������������	������	��������
	������
������	���	�����
���'��	�
��	�/

�����������������	
�+������
���������
�������

��� ���������

�������
�����������
����
������
����������������	��������
��������	������������

�����
��
���	����
����	�����0����������������
�������������������������	����������������
�����

�������������	�����	�����������������
����	����������������
���������������	���������
	���������


��������������
�������������
����	�3



46

δ
δ θ θ

bp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

K K

K K

w w

q q

z z









 =











−
−
−
−



















11 14

22 23

0 0

0 0

',2/

δ δ≤ max ',4/

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	��������"	�������	���������3

)�����"�3

�
F K K K K H F

z z dt

t

mean

t

f

f

( , , , , , )

( )

11 14 22 23

2

0=

−∫
',;/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ ',,/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/������������"���
�������������������� ���
��6+�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����2�



47

���

�����,� ���� ��

������ ������ ������ ������


�������������


� 
����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�


����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�


����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�


����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�

�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ����� ����� ����
 �����

!�"�#$$�$������� ���
� ��	�� ��	
� 
���

��%&����#$$�$������� ��� � 
��' 
��� ���'

#&(��)�*��� +����	�

��+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

+����	�

��+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

+����	�

�+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

+����	�

�+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

����������������


�

����������

����������

��' ���

�


�����



����

�

�����

����������

����������

����'
�

�

 
���	

���'�

�


�����

����������

����������

����
�	'

�

 
�	 

�
�
�

�


���'

����������

����������

�
����

�

 ��		

'��	�

�

�����
���������� 
	���+
�	 
����+��	 �������
 
��'����

����������������� ����� ����
 ����
 ���� 

!�"�#$$�$������� ��
 � �� 
-� �������'�-� ����'��'�-� ��'�
����-�

��%&����#$$�$������� 
�
���
	�-� ��  ����-� 
�
��� �-� ��	���
��-�

#&(��)�*��� +���
 �

��+���� ��,�
�����&

��+���� ��+�
�����&

��+��
'� 

+��
����,���	�� &

��+��
����+���	�� &

��+����
 �,����
� &

��+����
 �+����
� &

+����'�

�+��
	�'�,���	���&

��+��
	�'�+���	���&

��+��
�
	

+����
��,���''�
&

��+����
��+���''�
&

�+���� ��,���	'
 &

��+���� ��+���	'
 &

�	����2��� ������	���
����	���'�	
��	������
�������/�����
����	��������"	�����
�������	��
��

�
�	���



48

0 500 1000 1500 2000

54.6

54.8

55

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

fe
et

/s
ec

 d
eg

re
es

/s
ec

x feet
0 500 1000 1500 2000

−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

 ���
��6+��������	����������
������	����	
��	������
��������
����	�������
������	���	�����
��
'��	����	�/

� ��"��������������$���

�����
�
��������	��������
����	���	���������
���������������	�
���
�
�	
����
����

��

��������	��
	����������

�
�

δ
δ θ θ

bp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

d

d

K K

K K

w w

q q

z z

C K C K F

M









 =











−
−
−
−



















+





















11 14

22 23

1 14 2 140 0

0 0 0 0

�

�

'+--/

δ δ≤ max '+-+/



49

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	��������"	�������	���������3

)�����"�3

�
F K K K K H F

z z dt

tco

commanded

t

f

f

( , , , , , , )

( )

11 14 22 23

2

0ω =

−∫
'+-6/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ '+-./

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/������������"���
�������������������� ���
��66�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����4�



50

�

���

�����,� ���� ��

������ ������ ������ ������


�������������


� 
����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�


����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�


����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�


����	�

����������

����������

�����	 �

�

������'

�	�  ��

�

ωco ��$�����.�

 
 
 


�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ���
� ����� ����� ���'�

!�"�#$$�$������� ����
 ����� ����
 
�	�

��%&����#$$�$������� 
���	 
�'� 
��� ����

#&(��)�*��� +����	�

��+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

+����	�

��+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

+����	�

�+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

+����	�

�+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�' 

����������������


� ���'


�

�

���'	�

�


�����

���


�


����

�

�

 �		�

�

������

���� '

�


���	

�

�

����

�


'�� 

���


�


��'�

�

�

���
	

�

 �
 �


'�
�

�

ωco ��$�����.�
��	'
 ��'� ��  ' ��   

�����
���������� ��
�+��� 
 ���+��� �������� 
 ������

����������������� ����
 ����� ���
' �����

!�"�#$$�$������� ����'����
-� �����	���'-� ���
�
�� 	-� 
�����' -�

��%&����#$$�$������� ���	���
 -� 
������'-� ������

'-� ������ �-�

#&(��)�*��� ��+
�
�� 

���+����
	

���+��� 	'

���+���  �

+��
� ��,�
����
&

��+��
� ��+�
����
&

��+���'���,���	�� &

��+���'���+���	�� &

+������

�+���	� �,�������&

��+���	� �+�������&

��+��
���

+�� 
� 

�+����'��,����
��&

��+����'��+����
��&

��+��
�� 

�	����4��� ������	���
����	���'�	
��	������
�������/�����������
�	����
���
�
�	
������
����	�
������"	�����
�������	�����

�
�	���



51

0 500 1000 1500 2000

54.7

54.8

54.9

55

55.1

55.2

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000
−0.3

−0.2

−0.1

0

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

0 500 1000 1500 2000
−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

fe
et

/s
ec

 d
eg

re
es

/s
ec

x feet

 ���
��66��������	����������
������	����	
��	������
������������
���	��������
�	���

���
�
�	
�����	���	�����
���'��	����	�/

����'����	������

�����
������	���
����	���������	
��	������
���������	��	�������������������
	������
��

������������
����������	��
	����������

�
��������
�
������������
	������
����	������������

����������	����������������
��������������
�������������
����	�3

δ
δ

θ θbp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

I

K K K

K K

w w

q q

z z

z









 =











−
−
−
−























11 14 15

22 23

0 0

0 0 0

'+-9/

δ δ≤ max '+-:/



52

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	��������"	�������	����������	�


������3

)�����"�3

�
F K K K K K H F

z z dt

t

mean

t

f

f

( , , , , , , )

( )

11 14 15 22 23

2

0=

−∫
'+-2/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ '+-4/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/������������"���
�������������������� ���
��6.�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����;�



53

������������	�
���� ������ ������ ������ ������


�������������


� 
����	�

���������

����������

�����	 �

������
�

�

������'

�	�  ��

�

�


����	�

����������

����������

�����	 �

������
�

�

������'

�	�  ��

�

�


����	�

����������

����������

�����	 �

������
�

�

������

'

�	�  �

�


����	�

����������

����������

�����	 �

������
�

�

������

'

�	�  

�

�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ����� ����
 ����
 ����	

!�"�#$$�$������� ���
�� ����� ��	'�' 
����

��%&����#$$�$������� ��'�� 
���� 
�'� ��	�

#&(��)�*��� +����		

��+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�'�

��+�����	

+����		

��+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�'�

��+�����	

+����		

�+���	
��,�����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�'�

��+�����	

+����		

�+���	
��,

����'�&

��+���	
��+�����'�&

��+��
�'�

��+�����	

����������������


� ����
�

����

����

��' ���

���	�
�

�


�����



����

�

�

�'���

�

�

��	�	

������

�

'�	��


	����

�

�


	���	

�

�

��
	�

������

�

���' 

�
�'�

�

�

� ��'

�

�

���''

������

�

����'�

�	�	�

�

�����
���������� 
	���+
�	 �����	�� �
���+��� 
����+���

����������������� ����� ����� ����� ���
'

!�"�#$$�$������� ���� ���'-� ����
�����-� ��	��	��''-� �� � ����-�

��%&����#$$�$������� ���	'��� -� ��'������-� 
�
����	-� ��� ��
��-�

#&(��)�*��� +������ 

���+	��'	�

���+
�����

���+��
� �

���+������

+������


��+
�'
	��,�
�����&

��+
�'
	��+�
�����&

��+������

����������

+���	 �

�+��
����,����� �&

��+��
����+����� �&

��+��

�'

��+�����


+��	��


���+
�	���

���+�� ��	

���+��
	 �

���+�����


�	����;�� ������	���
����	���'�	
��	������
�������/������
	������
����	��������"	�����
�������	��
��

�
�	���



54

�

0 500 1000 1500 2000

54.8

54.9

55

55.1

55.2

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000
−10

−5

0

5
x 10

−3

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1
fe

et
/s

ec
 d

eg
re

es
/s

ec

x feet
0 500 1000 1500 2000

−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

 ���
��6.�������	����������
������	����	
��	������
��������
����	��������
	������
������	���	��
��
���'��	����	�/

�����������������	


��� ���������

�������������
��������������������	���
����	����������
������

������������
�	���
��


��	��������	�������
����������
��������������
�������������
����	�3



55

δ
δ θ θ

bp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

K K K K

K K K K

w w

q q

z z









 =











−
−
−
−



















11 12 13 14

21 22 23 24

'+-;/

δ δ≤ max '+-,/

�
��
�	���	���������
���	�����	������
������������	�����	
�#�	�
	����
����	��
�	���
�����

��������
����
��	��������"������������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	�

������"	�������	��������	�3

)�����"�3

�
F K K K K K K K K H F

z z dt

t

mean

t

f

f

( , , , , , , , , , )

( )

11 12 13 14 21 22 23 24

2

0=

−∫
'++-/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ '+++/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/��������������
�������������������� ���
��69�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����,�



56

������������	�
���� ������ ������ ������ ������


�������������


� ��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ���� ����� ����
 ���
�

!�"�#$$�$������� ��� 
	 ������ ����� 
���

��%&����#$$�$������� ����� 
��	 
�� 	���

#&(��)�*��� +��''� 

��+���'�	

��+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

+��''� 

��+���'�	

��+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

+��''� 

��+���'�	

�+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

+��''� 

��+���'�	

�+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

����������������


� 
�����

	��� �

+
���
�

����' 

 ���'


���	�

� �� �

�����'

	�� 


+�'�� 


����


�	��



��


�'� 


+
����

��
��'

	�� 


+�'�� 

+
����


�	��



����

�'� 


+
����

��
��'

�����

+��	���

+�����

��		�



����	


�'� �

	�����

�����


�����
���������� ���
�+�� 
'���+��� 
'���+���� 
 � ����

����������������� ����� ���
� ���
� ����	

!�"�#$$�$������� �������	�-� �����'����-� ����'�����-� 
��	���'-�

��%&����#$$�$������� ��

 ��	�-� �� �
����-� �� �
��''-� 	�����' -�

#&(��)�*��� +
���
�

�+����
�

��+����
��,������	&

��+����
��+������	&

+
��		�

��+���	 ��,����''
&

��+���	 ��+����''
&

��+������

+
��		�

�+���	 ��,����''
&

��+���	 ��+����''
&

��+������

+
���
��,���	�
'&

�+
���
��+���	�
'&

�+��� ���,�����	
&

�+��� ���+�����	
&

�	����,�� ������	���
����	�������
����	��������"	�����
�������	�����

�
�	���



57

0 500 1000 1500 2000

54.9

54.95

55

55.05

55.1

55.15

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000

−0.1

0

0.1

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

fe
et

/s
ec

 d
eg

re
es

/s
ec

x feet
0 500 1000 1500 2000

−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

 ���
��69��� ������	���
����	���������"�������
��������	��������	���	�����
���'��	����	�/

� ��"��������������$���

������	���
����	�������
����	���	������
��������������������
�	����
���
�
�	
��������


��������������
�������������
����	�3

δ
δ θ θ

bp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

d

d

K K K K

K K K K

w w

q q

z z

C K C K

C K C K

F

M









 =











−
−
−
−



















+





















11 12 13 14

21 22 23 24

1 14 2 14

1 24 2 24

�

�

'++6/

δ δ≤ max '++./



58

�
��
�	���	���������
���	�����	������
������������	�����	
�#�	�
	����
����	��
�	���
�����

��������
����
��	��������"������������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	�

������"	�������	��������	�3

)�����"�3

�
F K K K K K K K K H F

z z dt

tco

commanded

t

f

f

( , , , , , , , , , , )

( )

11 12 13 14 21 22 23 24

2

0ω =

−∫
'++9/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ '++:/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/��������������
�������������������� ���
��6:�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����+-�



59

������������	�
���� ������ ������ ������ ������


�������������


� ��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

��
���


�
���

����		

+����' 

ωco ��$�����.�

 
 
 


�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ����� ��� �� ����
 �����

!�"�#$$�$������� ��
	�' 
��	� ��	�� ��� �

��%&����#$$�$������� ��	' � ��	� 
�

 ��	 

#&(��)�*��� +��''� 

��+���'�	

��+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

+��''� 

��+���'�	

��+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

+��''� 

��+���'�	

�+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

+��''� 

��+���'�	

�+��
����,�����	�&

��+��
����+�����	�&

����������������


� +����

+
���

+��'�'

�

 ���

 
	�	

 
� 

+
��

��� �	

+'� �
	

+� ���

����



��'

�� �
�

+ 
�� �

���
�

�����

+
 	��

�����

+�����

+���'



'
��

	'��

+����'

����

+	�����

���	�

����

+�� 	

�� �


		 ��

���
'

ωco ��$�����.�

�	�	� 
���� �� '� 
��� 

�����
���������� 
����+��' 
 �
��+���
�	 
 ���+��
 
'�'�+��


����������������� �����
� ���
' ���
' �����

!�"�#$$�$������� ��� �'����-� ��	
�
���
-� ��	������-� ��� �����-�

��%&����#$$�$������� ���'�����'-� 
�����	�-� 
�

���
�
-� ������	
-�

#&(��)�*��� +���� 


��+	���'�

��+��
����,���
�� &

��+��
����+���
�� &

+��'� ��,������'&

��+��'� ��+������'&

��+
�
�� 

��+����
�

+
�
 ��

�+���	  �,�����
�&

��+���	  �+�����
�&

��+����
'

+���' '�,��� � �&

��+���' '�+��� � �&

��+
�
'�	

��+����
�

�	����+-�� ������	���
����	�������
����	������������
�	����
���
�
�	
��������"	�����
������
	�����

�
�	���



60

0 500 1000 1500 2000

54.6

54.8

55

55.2

x feet

z 
fe

et

0 500 1000 1500 2000
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

0 500 1000 1500 2000
−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

fe
et

/s
ec

 d
eg

re
es

/s
ec

x feet

 ���
��6:��� ������	���
����	�������
�������������
�	����
���
�
�	
��������"�������
��
�����	��������	���	�����
���'��	����	�/

����'�����������

�����
������	���
����	���������	
��	������
���������	��	�������������������
	������
��

������������
����������	��
	����������

�
�������������������	����	
���
�����	���������
�
����

����
����
�����������������
	������
����	�����������������������	����������������
�������������


�������������
����	�3

δ
δ

θ θbp

sp

commanded

commanded

commanded

commanded

I

K K K K K

K K K K K

w w

q q

z z

z









 =











−
−
−
−























11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

'++2/

δ δ≤ max '++4/



61

�
��
�	���	���������
�
	������	�����	������
���������������
����
��	��������"�����

������"����������	�����

�������	��
	���������������
�
�	��������"	�������	���������3

)�����"�3

�
F K K K K K K K K K K H F

z z dt

t

commanded

t

f

f

( , , , , , , , , , , , )

( )

11 12 13 14 15 21 22 23 24 25

2

0=

−∫
'++;/

����������3

real eigenvalues A Ec( ( )) max≤ '++,/

�����	��
�	����	�������
�
��	����
�����
��
���	���	����	������ �
���	���	�����
���'��	�

��	�/��������������
�������������������� ���
��62�������
��������
�����
��
�������"	������	
�

����������	����++�



62

������������	�
���� ������ ������ ������ ������


�������������


� ��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

���


��
���


�
���

����		

+����' 

+���


��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

���


��
���


�
���

����		

+����' 

+���


��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

���


��
���


�
���

����		

+����' 

+���


��'	�

+
�'���

+���� �

�� �	�

���


��
���


�
���

����		

+����' 

+���


�����
���������� ���� ���� ���� ����

����������������� ����
 ����� �	��' �	��'

!�"�#$$�$������� ��
�
 ��	
� ����� ��	'�

��%&����#$$�$������� ������ 
��	� 
�� �� ��

#&(��)�*��� +��''�	

��+���� �

��+��
����,����
��&

��+��
����+����
��&

+��
��

+��''�	

��+���� �

��+��
����,����
��&

��+��
����+����
��&

+��
��

+��''�	

��+���� �

�+��
����,����
��&

��+��
����+����
��&

+��
��

+��''�	

��+���� �

�+��
����,����
��&

��+��
����+����
��&

+��
��

����������������


� �	��
�

+
����

+
 ����

�����

��
��

�	�����

�����'

'	�  

��
���

+���
�'


��'��

+
�'� 


+���'��

��	 	'

���
� 

�����



����� 

� ��'�

+������

����� 


���� 

+
	���	

+����	

�� 	��

���
�

	��'



���� 

	���


+���	'	

+������

+
��� 

+��	�
�

+ 	�	�


�
	�

���




��'��

�����
�

	'����

+������

+���
��

�����
���������� �����
� 
 �
�� ���� 
 � ����

����������������� ����� ����� �	�  �	� �

!�"�#$$�$������� ���	
	��
	-� ������� �-� ������� �-� 
� ���� -�

��%&����#$$�$������� ��
������-� 
��
����-� 
�����''-� ��''��  -�

#&(��)�*��� +
����		

��+����
�

��+��
 	��,���	� �&

��+��
 	��+���	� �&

��+������

+��'�� 

��+��
�	
�,���
		
&

��+��
�	
�+���
		
&

��+������

��+������

+
�����

�+����'��,���
��'&

��+����'��+���
��'&

��+������

��+�����'

+
��� �

�+��
�
	�,�������&

��+��
�
	�+�������&

��+���	�'

��+����
�

�	����++�� ������	���
����	��������
	������
����	��������"	�����
�������	�����

�
�	���



63

0 500 1000 1500 2000
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

x feet

th
et

a 
de

gr
ee

s

Bow  
Stern

0 500 1000 1500 2000
−0.5

0

0.5

x feet

de
lta

 r
ad

w 
q 

0 500 1000 1500 2000
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

fe
et

/s
ec

 d
eg

re
es

/s
ec

x feet

0 500 1000 1500 2000

54.9

54.95

55

55.05

55.1

x feet

z 
fe

et

 ���
��62���������"���
������	���
����	�������������
	������
��������	��������	���	�����
��
'��	����	�/

	��	�����*�
�&�

�

 �
��	����	����
�
����	�������
�����������
����
�����
���	������������
	�������
����

�������	�������	����	���
����	������ ��������
���������
��	�����	���������������
����
�
���



������������

�
����	����+6��
�������	�����	
���
�����������"	��������

�
�����	�������*)�

�

�
��
��	�������

<�	������������������"����
���	�������
����	�����	����	�����	
���������	���	��������

��	����������	���	����
���
������������������������������������
	����	���%��
������

5	�������
����
��	��������"�������������������	���
�������"����������	���#�	
���


�����������

�
��������
������������	
����	����	����%������������
����

�
����0��	����������	
��


	�����
�����
�����
���%��
��������������������������
�����	��
�
�	���	������	
�������
	������

	�����
��	
��
	����������	�����	�����������������
�����

	������������������������

���������"���



64

�
��������
	�������	�����������
����������	�����	������
	����������
���
��	���������	����������

������

��������
���������������������������
��	���������������
���
�
�	
���
����

�����
�	����
�
������������������������
�����
���
�
�	
���������	�������	����	�����	���
�������

���	������	��������
�	����

Table 12.  Optimized RMS error (feet) of state feedback control schemes
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